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AUTOKATALITIKUS FRONTREAKCIÓK KONVEKTÍV INSTABILITÁSÁNAK
NUMERIKUS VIZSGÁLATA
BÁBA PÉTER, HORVÁTH DEZSO˝, TÓTH ÁGOTA
A su˝ru˝ség- és a felületi feszültségkülönbség következtében kialakuló konvekció
hatását tanulmányozzuk a jodát-arzénessav autokatalitikus frontreakcióban. Bemutat-
juk, hogy a felületi feszültség változása tovább módosítja a kizárólag su˝ru˝ségkülönb-
ség miatt torzult front alakját és terjedési sebességét. A reakció-diffúzió-advekció
egyenletek numerikus megoldása révén kapott eredményeink jó egyezést mutatnak a
kísérletiekkel.
1. Bevezetés
A mu˝szaki- és a természettudományok, azon belül is a kémiai tudományok, egyre
népszeru˝bb eszköze a numerikus áramlástani modellalkotás. A kémiai technológiában
a különbözo˝ ipari folyamatokban, például a keveréses tankreaktorok optimalizálásában,
kiemelkedo˝ szerep jut ezen modelleknek. A kémiai reakciók lejátszódása során a reak-
tánsoktól eltéro˝ fizikai tulajdonságokkal rendelkezo˝ termék keletkezik. Folyadékfázisban
ezért a kémiai összetétel változása miatt a különbözo˝ fizikai paraméterekben kialakuló
gradiensek konvektív áramlásokat indukálhatnak, melyeknek jelento˝s hatása lehet magá-
ra a reakcióra is.
Munkánkban a konvekciónak az autokatalitikus frontreakciókra gyakorolt hatását
mutatjuk be. Ezen reakciók jellemzo˝je, hogy a reakcióban képzo˝do˝ termék mennyisége
befolyásolja a keletkezésének sebességét. Amennyiben a reakciót egy nem kevert edény-
ben játszatjuk le, akkor az átalakulás egy vékony zóna mentén játszódik le jelento˝s sebes-
séggel. A határvonalat reakciófrontnak hívjuk, amely addig halad elo˝re a folyadékfázis-
ban, amíg rendelkezésre állnak reaktánsok. A front terjedési sebességét a reakció külön-
bözo˝ transzportfolyamatokkal történo˝ kölcsönhatása szabja meg, amit a legegyszeru˝bb
esetben (diffúzió) az autokatalitikus komponensek diffúzióállandója szabályoz. Homo-
gén közegben a front állandó sebességgel halad és állandó alakkal rendelkezik, miközben
a reakciófront mentén – a front két oldalának eltéro˝ fizikai tulajdonsága miatt – megköze-
líto˝leg állandó gradiens áll fenn, amely az egész közeg mozgását is képes leheto˝vé tenni,
torzítva az állandó frontalakot és módosítva a front terjedési sebességét is.
Folyadékfázisú reakciókban a su˝ru˝ség az egyik olyan fizikai paraméter, amelynek
változása áramlást kelthet. A folyamatok során változhat a su˝ru˝ség az anyagi mino˝ség,
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illetve a kémiai összetétel változása vagy a reakcióban keletkezo˝ ho˝ miatt [1]. A folya-
dékáramlás kialakulása mindig a front terjedési irányától és a su˝ru˝ségváltozás elo˝jelé-
to˝l függ. Egy függo˝leges cso˝ben alulról indított síkfront esetén a su˝ru˝ség reakció során
történo˝ csökkenése instabil rétegzo˝dés kialakulásához vezet, és a felhajtóero˝ miatt egy
függo˝leges irányú áramlás alakul ki, egy elo˝rehaladó és lemaradó szegmensekkel jelle-
mezheto˝ cellás szerkezetet eredményezve. A függo˝legesen lefelé haladó front azonban
végig stabil rétegzo˝dést hoz létre, azaz a kezdetben síkfront alakja nem változik. Ennek
az ellenkezo˝je igaz abban az esetben, ha a reakció során a su˝ru˝ségváltozás pozitív, tehát a
termékoldat su˝ru˝sége növekszik. Továbbá vízszintes cso˝ben a cso˝ egyik oldalán indított
front a su˝ru˝séggradiens elo˝jeléto˝l függetlenül minden esetben instabil rétegzo˝dést alakít
ki, amelynek hatására olyan konvektív áramlás indukálódik, ami egy vízszintesen terje-
do˝, aszimmetrikus alakzatot hoz létre. A fenti, kizárólag su˝ru˝ségkülönbség miatt fellépo˝
stabilitásvesztést Rayleigh–Taylor-instabilitásnak nevezik.
Nyitott folyadékfelszín alkalmazásakor a felületi feszültség változása is indukálhat
folyadékáramlást. A su˝ru˝ségváltozáshoz hasonlóan a vízszintesen terjedo˝ front mentén
kialakuló éles gradiens megszüntetésére irányuló ero˝k ébrednek. A határfelületen azon-
ban – ellentétben a su˝ru˝ségkülönbséggel – sosem létezik stabil rétegzo˝dés, az instabilitást
csak az azt létrehozó intenzív mennyiségben kialakuló homogén eloszlás szünteti meg.
Ebben az esetben a folyadék mindig a kisebb felületi feszültséggel rendelkezo˝ rész felo˝l a
nagyobb felületi feszültséggel rendelkezo˝ rész felé áramlik, ami mintegy magára húzza a
környezetében elhelyezkedo˝ folyadékrészt. Ezen fenti jelenség a Marangoni-instabilitás.
Mivel a jodát-arzénessav reakcióban mind a su˝ru˝ség [2, 3], mind a felületi feszültség
változhat [4, 5], a reakció térbeli lejátszatásakor mindkét instabilitás egyszerre tanulmá-
nyozható. Munkánkban elo˝ször a vizsgált reakciót, majd az alkalmazott kísérleti rendszert
mutatjuk be. A 3. fejezetben a rendszer szimulációjára épített modellt, a 4.-ben pedig a
modell egyenleteinek numerikus megoldására alkalmazott algoritmust ismertetjük. Végül
a szimuláció és a kísérletek során kapott eredményeket értékeljük és hasonlítjuk össze.
2. A jodát–arzénessav reakció
Jelen tanulmányban a jodátionok és az arzénessav között kialakuló autokatalitikus
frontreakció során indukált konvektív áramlások szimulációjára épített numerikus
modellt mutatjuk be. A reakció két fo˝ lépésre bontható. Az elso˝ben, a Dushman-reakcióban
[6], a jodát- és a jodidionok savas közegbeli kölcsönhatása során jód keletkezik
IO−3 +5I
−+6H+ = 3I2+3H2O . (1)
A reakció empirikus sebességi egyenlete
r1 = (k1+ k2[I−])[I−][IO−3 ][H
+]2 ,
ahol k1 = 4,5 · 103 dm9/(mol3s) és k2 = 4,5 · 108 dm12/(mol4s). A keletkezo˝ jód egy
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gyors reakcióban (Roebuck-reakció) [7] oxidálja az arzénessavat arzénsavvá
H3AsO3+ I2+H2O= 2I−+H2AsO−4 +3H
+
az r2 = k3 [I2] [H3AsO3]/([I−] [H+]) empirikus sebességi egyenlet szerint, ahol
k3 = 3,2 ·10−2 mol/(dm3 s). A két reakciólépés közül az (1) egyenlet szerinti Dushman-
reakció a sebességmeghatározó lépés.
A reaktánsok kezdeti koncentrációjának arányától (R = [H3AsO3]0/[IO−3 ]0) függo˝en
a termékelegy összetétele is más lesz [8]. Amennyiben az arzénessav van sztöchiometriai
feleslegben, azaz R> 3, úgy a jód csak átmeneti termék és az összes jodátion gyakorlati-
lag jodidionná redukálódik
IO−3 +3H3AsO3 = I
−+3H2AsO−4 +3H
+ . (2)
Jodátfelesleg esetén (R < 2,5) az arzénessav teljes mennyisége arzénsavvá oxidálódik,
míg a jodátion jóddá redukálódik
2IO−3 +5H3AsO3 = I2+5H2AsO
−
4 +H2O+3H
+ . (3)
Ezen két kezdeti összetétel között a termékoldat minden esetben tartalmaz jódot és jodid-
ionokat. Az R= 8/3 összetételnél [9] a fo˝ jódtartalmú termék a trijodidion a I2+ I−
 I−3
egyensúly alapján
3IO−3 +8H3AsO3 = I
−
3 +8H2AsO
−
4 +H2O+6H
+ .
A kísérletek során az általunk alkalmazott kezdeti összetételnél (R = 2,8) a bruttó
reakciót a (2) és a (3) bruttó egyenletek lineáris kombinációjaként lehet felírni és a termék
oldatrész arzénsavat, trijodidiont, és hidrogéniont tartalmaz
5IO−3 +14H3AsO3 = 2I
−+ I−3 +14H2AsO
−
4 +12H
++H2O . (4)
A trijodidion disszociációja során jód molekula és jodidion keletkezik. A termékben meg-
jeleno˝ jodid- és hidrogénionok a reakció autokatalitikus komponensei, ezért vizes oldat-
beli diffúziójuk határozza meg a front haladási sebességét.
A reakció lejátszódása során az oldat su˝ru˝sége csökken, és mivel a jód felületaktív
molekula, az oldatban a felületi feszültség is hasonló változást mutat [4]. A jodát-arzénes-
sav rendszerben a reakcióból származó ho˝ elhanyagolható, tehát mind a su˝ru˝ségváltozás,
mind a felületi feszültségben tapasztalható különbségek az oldat összetételében bekövet-
kezo˝ változás eredményei.
3. Kísérleti rendszer
A kísérletek során a reaktánsoldat 12,9 mmol/dm3 koncentrációjú kálium-jodát oldat-
ból és 36,1 mmol/dm3 koncentrációjú arzénessav oldatból állt, ami az R = 2,8 aránynak
Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)
132 BÁBA PÉTER, HORVÁTH DEZSO˝, TÓTH ÁGOTA
felel meg. Ezt az oldatot áramoltattuk két párhuzamos plexilap közé, mely lapokat szin-
tén plexibo˝l készült távtartó lemez tartott állandó távolságra egymástól. Az így kialakított
reakciócella hossza 50 cm, magassága a nyitott kísérletek esetén 1,2 cm, míg a zárt elren-
dezés esetén 0,2 cm. A cella szélességét 0,5 cm és 1,0 cm között változtattuk. Nyitott
elrendezés során két további plexilap került beépítésre a cella falai mentén 0,2 cm-es
magasságig, melyek a folyadékfelszín görbületmentességét biztosították. A front inicia-
lizálása két függo˝leges elrendezésu˝, párhuzamos, 0,25 mm átméro˝ju˝ platina elektróddal
történt. Az elektródákra 3,5 V nagyságú feszültséget kapcsolva az anód felületén hidro-
génionok keletkeznek, melyek elindítják a reakciófrontot (lásd az 1. ábrát).
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1. ábra.A nyitott cellában haladó reakciófront sematikus ábrázolása, ahol ρr a reaktánsok
su˝ru˝sége, ρt a termék su˝ru˝sége, γr a reaktánsok felületi feszültsége, γ t pedig a termék
oldatrész felületi feszültségét jelöli.
A termékben jelenlévo˝ jód sötét színe kiváló indikátora a front aktuális helyzetének
és alakjának. A front tér- és ido˝beli viselkedésének leírásához 3–5 másodperces interval-
lumokkal fényképfelvételt készítettünk. A készült felvételek szürkeségi skála értékeinek
hosszanti, a front terjedési irányába eso˝ inflexiós pontjai adták a front aktuális pozíció-
ját. A front terjedési sebességét az átlagos frontpozíció ido˝beli változásából nyertük a
frontpozíció-ido˝ görbe lineáris szakaszára illesztett egyenes meredekségeként.
4. Az alkalmazott modell
A rendszer numerikus szimulációja során az alábbi egyenletek kerülnek megoldás-
ra. Elso˝ként a komponensmérleg-egyenlet, amely tartalmazza a vizsgált i. komponens –
jodidion, jodátion, valamint a hidrogénion – koncentrációjának az advekcióból, diffúzió-
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ból és a lejátszódó reakciókból származó változását
∂ci
∂t
+ u⃗∇ci = Di∇2ci + νir1 ,
ahol νi az i. komponens sztöchiometriai együtthatója a (4) egyenletben. A jodidion és
a jódmolekula diffúzóállandójának DI− = DIO−3 = 2 ·10
−9 m2/s, míg a hidrogénionénak
DH+ = 4 ·10−9 m2/s értékeket választjuk [10]. A komponensek advekciójának számítása
a (6) Navier–Stokes-egyenletbo˝l kapott sebességértékek alapján történik. Az egyenlet
megoldása során a koncentrációmezo˝re zéró-gradiens típusú peremfeltételt alkalmazunk.
A közegmozgást az inkompresszibilis kontinuitási és a momentumegyenlet a
∇ · u⃗ = 0 (5)
∂⃗u
∂t
+ u⃗ ·∇u⃗ = η
ρ0
∇2u⃗ − ∇p
ρ0
+
ρ
ρ0
g⃗ (6)
alakban írja le, ahol u a folyadékáramlás sebessége, η a dinamikus viszkozitás,
ρ= ρ0+ρ1 c1 az oldat su˝ru˝sége, ρ0 a reaktánsoldat kezdeti su˝ru˝sége, p pedig a nyomás.
Az (5) és a (6) egyenletekben alkalmazzuk a Boussinesq-közelítést, amelynek értelmében
a folyadék su˝ru˝ségét a gravitációs tag kivételével állandónak tekintjük, mivel a kísérleti
rendszerünkben kis mértéku˝ az összetétel miatti su˝ru˝ségváltozás.
A folyadék tapad a falhoz, így a sebességmezo˝ esetén minden vektor komponen-
sére állandó (nulla) értéku˝ peremfeltételt alkalmazunk a szabad felszín esetét kivéve.
A Marangoni-hatás szimulációjához a modellezett térrész felso˝ felszínének sebességér-
tékeire a
∂⃗u
∂z
=
(
dγ
dc1
)
∇c1 ,
összefüggést használjuk, ahol c1 az autokatalizátor jodidion koncentrációja, mivel a reak-
cióban kis mennyiségben keletkezo˝ felületaktív jód koncentrációja a képzo˝dött jodidion
koncentrációjával arányosnak tekintheto˝ [11].
A nyomásmezo˝ számítása során kizárólag az oldat összetételének változásából adódó
su˝ru˝ségváltozással számoltunk. Ennek segítségével a gravitációs tagban a felhajtóero˝bo˝l
származó közegmozgást tudjuk meghatározni. A nyomásértékekre peremfeltételként a
hidrosztatikai nyomásnak megfelelo˝ értékeket alkalmaztuk a
n⃗ ·∇p = ρ(⃗n · g⃗)
egyenlet szerint, ahol n⃗ a peremhez tartozó normálvektor.
5. A reakció-diffúzió-advekció modell numerikus megoldása
A két instabilitás hatásának együttes modellezéséhez a nyílt forráskóddal rendelkezo˝
OpenFOAM programcsomagot [12] használjuk, amely véges térfogat térbeli diszkretizá-
ciót alkalmaz. A programcsomaghoz több megoldó algoritmus érheto˝ el attól függo˝en,
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hogy milyen hidrodinamikai problémát szeretnénk megoldani. Az általunk készített meg-
oldó rutin a PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators) [13] és a SIMPLE (Semi-
Implicit Method for Pressure-Linked Equations) módszereket ötvözo˝, PIMPLE nevet
viselo˝ és az inkompresszibilis fluidumok tranzeins áramlásának modellezésére alkalmaz-
ható modulon alapszik, és egyben tartalmazza a komponensmérleg-egyenlet megoldásá-
nak implicit Euler-módszerét.
Az algoritmus a Navier–Stokes-egyenlet megoldása során operátor-szétválasztással
elo˝bb egy semi-implicit prediktor lépésben, majd több korrektor lépésben közelíti a nyo-
más (p) és a sebesség (⃗u) értékeit. A könnyebb kezelheto˝ség érdekében az egyenletekben
a nyomást a hidrosztatikai nyomással korrigáljuk, bevezetve a
prgh =
p
ρ0
−ρ′⃗g · r⃗
egyenlettel definiált prgh-t, amellyel a p nyomást fejezzük ki a (6) egyenletben, ahol
ρ′ = ρ/ρ0. Ennek következtében a nyomásra vonatkozó peremfeltétel is az
n⃗ ·∇prgh = −(⃗n ·∇ρ′)(⃗g · r⃗)
alakra módosul. Az eljárásban ezen peremfeltételek megfelelo˝ beállítása után a (6) egyen-
let diszkretizásával elo˝álló
M ·ui =−∇prgh− g⃗ · r⃗∇ρ′
algebrai egyenletrendszert oldjuk meg semi-implicit módszerrel úgy, hogy az M mátrix-
ban csak a fo˝átlóban lévo˝ sebesség értékeket tekintjük ismeretlennek, a többit explicit
módon fejezzük ki az
A ·u∗i −H(ui) =−∇prgh− (⃗g · r⃗)∇ρ′ (7)
egyenletnek megfelelo˝en, ahol A azMmátrix diagonális elemek együtthatóit, aH pedig az
off-diagonális elemeket tartalmazó mátrix. Mivel az A mátrix diagonális, annak egyszeru˝
invertálása miatt u∗i számítható a (7) egyenletbo˝l az
u∗i = A
−1 (H(ui)−∇prgh− (⃗g · r⃗)∇ρ′) (8)
értelmében.
Az így kapott sebességmezo˝bo˝l (u∗i ) a korrektor lépésben elo˝ször a nyomásmezo˝t
számíthatjuk ki, figyelembe véve az (5) egyenletben szereplo˝ kontinuitási kritériumot,
amelynek értelmében a (8) egyenlet divergenciájának el kell tu˝nnie a korrigált sebesség-
mezo˝re, azaz
∇ · (A−1 ·∇p∗rgh) = ∇
[
A−1
(
H(u∗i )− (⃗g · r⃗)∇ρ′
)]
. (9)
A korrigált nyomásmezo˝bo˝l már a korrigált sebességmezo˝ is egybo˝l számítható az
u∗∗i = A
−1 (H(u∗i )−∇p∗rgh− (⃗g · r⃗)∇ρ′) (10)
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felhasználásával. A (9) és a (10) egyenletekbo˝l álló korrektor lépés tetszo˝leges számban
megismételheto˝, de esetünkben egy ismétlés is már kello˝en pontos sebesség- és nyomás-
értéket szolgáltat, azaz a
∇ · (A−1 ·∇p∗∗rgh) = ∇
[
A−1
(
H(u∗∗i )− (⃗g · r⃗)∇ρ′
)]
(11)
u∗∗∗i = A
−1 (H(u∗∗i )−∇p∗∗rgh− (⃗g · r⃗)∇ρ′) (12)
egyenletek megoldásai tekintheto˝k az iterációs lépéshez tartozó új értékeknek
(⃗u∗∗∗ ≈ u⃗n+1 és p∗∗ ≈ pn+1).
A számításokat egy 350 × 30 × 75 téglatest elembo˝l álló háromdimenziós tömb-
ben végezzük, amely egy 15 mm × 5–10 mm × 2 mm-es fizikai térrészt reprezentál.
A megoldó rutin az ido˝ szerinti deriváltakat implicit Euler-módszerrel fejezi ki 5·10−5 s
hosszúságú ido˝lépcso˝kre. A gradienseket és a Laplace-operátorokat lineáris interpolációt
alkalmazó, a divergenciákat pedig upwind [14] sémákkal közelítjük. A kapott algebrai
egyenletek megoldása prekondícionált bikonjugált gradiens módszerrel történik, ahol a
prekondícionáló mátrixot nem teljes LU-felbontással [14] határozzuk meg 10−12 nagysá-
gú hibahatárral a sebesség-, a nyomás- és a koncentrációértékekre egyformán.
6. Eredmények
A különbözo˝ gradiensek által keltett folyadékáramlások hatására a frontalak torzu-
lásából tudunk következtetni. Kísérleteinkben a termék oldatrészben jelenlévo˝ jód sötét
színe rajzolja ki, míg számításaink során a komponensegyenletek megoldásából kapott
jód koncentrációeloszlása adja meg adott ido˝pillanatban a front alakját.
A zárt folyadékfelszínnel végzett kísérletek a kizárólag a su˝ru˝séggradiens által keltett
konvekció vizsgálatára adnak leheto˝séget, míg a nyitott felszínnel rendelkezo˝ cellánál
a Rayleigh-Taylor és a felületi feszültség különbségébo˝l adódó Marangoni-instabilitás
együttes hatása vizsgálható.
Az elso˝ esetben a függo˝leges orientációjú iniciálást követo˝en egy átmeneti ido˝ után
5,4 mm/min sebességgel terjedo˝ stabil frontalak jön létre, és a kezdetben függo˝leges front
a terjedés irányába do˝l, ugyanis a reakció során bekövetkezo˝ su˝ru˝ségcsökkenés miatt fel-
hajtóero˝ indukálódik, így a kisebb su˝ru˝ségu˝ termék oldatrész a reaktánsokat tartalma-
zó oldatrész fölé igyekszik elhelyezkedni, míg a reaktánsok a termékelegy alá csúsznak.
Mindez egy balról jobbra haladó reakciófrontnál az óramutató járásával megegyezo˝ kon-
vekciós gyu˝ru˝ keletkezését támasztja alá. A front haladása miatt enyhén aszimmetrikus
alakzat kissé torzul a felso˝ fal lassító hatása miatt, és a zárt cellában (ld. a 2. (a) ábrát) a
front csúcsa a cella felso˝ fala alatt körülbelül 0,25 mm-rel helyezkedik el. A 2. (b) ábrán
szemléltetett modelleredmények a kialakuló frontalakok és a front terjedési sebességének
(25 mm/min) tekintetében nagyságrendi egyezést mutatnak a kísérleti úton meghatározott
értékekkel.
A 3. ábrán látható nyitott felszín esetén a felületi feszültségbeli változás a frontalak
további torzulását eredményezi a folyadék felszínén, közvetlenül a folyadék-gáz határ-
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2. ábra. A zárt cellában kialakuló állandó frontalak (a) és a szimuláció eredményeként
kapott frontalak a sebességmezo˝vel (b) az 5 mm széles cella esetén. A sötét szín a jódot
tartalmazó termék oldatrészt jelöli, míg a világos terület a friss reaktánsokat tartalmazóét.
felületen. A termék oldatrész felületi feszültsége lecsökken a benne található jód miatt,
és így azt a nagyobb felületi feszültséggel rendelkezo˝ reaktáns oldatrész magára húzza.
A felszínen tehát egy további ero˝ ébred, amely további folyadékmozgást indukál hozzá-
adódva az egyébként is jelen lévo˝ felhajtóero˝bo˝l eredo˝ konvekcióhoz. Ezzel összhangban
a nyílt felszínnel rendelkezo˝ cellában a front kétszer gyorsabban terjed az 5 mm széles
cellában, mint zárt elrendezés esetén.
Összefoglalásként elmondható, hogy az általunk létrehozott modellel sikerült rekonst-
ruálni a kísérleti eredményeinket. A folyadékáramlás numerikus leírására szolgáló, kom-
ponensmérlegen alapuló modellbe építettük be az autokatalitikus reakció kinetikáját le-
író egyenleteinket. Numerikus szimulációval a su˝ru˝ségkülönbségbo˝l adódó Rayleigh–
Taylor-instabilitás mellett, a kizárólag nyitott elrendezés esetén, a felületi feszültség gra-
diense miatti Marangoni-instabilitás hatását is sikerült kimutatni. Az így megalkotott
modell és a használt algoritmus segítségével, megfelelo˝ pontossággal és viszonylag kis
számítási igénnyel végezheto˝ el hasonló reakció-diffúzió-advekció rendszerek szimuláci-
ója.
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3. ábra. A nyitott cellában kialakuló állandó frontalak (a) és a szimuláció eredményeként
kapott frontalak a sebességmezo˝vel (b) az 5 mm széles cella esetén. A sötét szín a jódot
tartalmazó termék oldatrészt jelöli, míg a világos terület a friss reaktánsokat tartalmazóét.
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NUMERICAL STUDY OF CONVECTIVE INSTABILITY ARISING
IN AUTOCATALYTIC FRONT REACTIONS
PÉTER BÁBA, DEZSO˝ HORVÁTH, ÁGOTA TÓTH
We have investigated the density and surface tension driven convection in the autocatalytic reaction of
iodate and arsenous acid. We have shown that the change in surface tension will further modify the front shape
and velocity as the result of bouyancy. The numerical results of reaction-diffusion-advection equations are in
good agreement with the experimental ones.
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